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Однією з ресурсозберігаючих технологій які є 
перспективними для впровадження на ремонтних 
підприємствах залізничного транспорту є техно-
логія імпульсного електроосадження металів. 

В свою чергу, проблема пошуку нових, 
більш ефективних, режимів роботи комплексів 
імпульсного електроосадження металів невід-
ривно пов’язана з задачею їх математичного 
моделювання та аналізу відповідних електрич-
них кіл. Передбачення значень електричних 
величин у цих колах, що є показниками якості 
та кількісного росту осаджуваних покриттів 
при широкій зміні параметрів елементів, кола 
та вхідної дії, легко здійснити при наявності 
загальних (аналітичних) залежностей зазначе-
них величин.  

Для отримання таких залежностей, у свою 
чергу, є необхідним розвиток та вдосконалення 
аналітичних методів аналізу електрохімічних 
кіл, що враховують їх особливості, зокрема на-
явність у складі їх схем заміщення мінімум 
двох реактивних елементів, активних елементів 
(лінійних або нелінійних, у тому числі і з сут-
тєвими нелінійностями), можливість виникнен-
ня тривалих перехідних процесів (до години і 
більше), тощо. В роботі [3] виконано порівня-
льний аналіз існуючих на сьогодні методів ана-
лізу нелінійних систем, які застосовують в тео-
ретичній електротехніці та суміжних галузях 
знань, і зроблено висновок, що для застосуван-
ня, з метою аналізу електрохімічних кіл, най-
більш придатним є метод перетворення змін-
них. Власне розвитку та адаптації цього методу 
і присвячена згадана робота [3]. 

Слід відзначити, що схемам заміщення елек-
трохімічних кіл, котрі розроблено, як в роботі 
[3], так і в більш ранніх роботах інших авторів, 
наприклад [1,5], притаманний той недолік, що 
вони не враховують зміну параметрів елементів 
кола у часі, зокрема збільшення активного опо-
ру електроліту внаслідок зменшення концент-
рації іонів металу у ньому а також впливу теп-

лових процесів. Отже, питання впливу зміни 
активного опору електроліту на основні елект-
ричні показники властивостей осаджуваних 
покриттів лишається недослідженим. Тому ме-
тою цієї роботи є аналіз електромагнітних про-
цесів в електрохімічному колі електролізера 
осадження металу на основі параметричної мо-
делі та отримання аналітичної часової залеж-
ність прикатодного спаду напруги, як основно-
го електричного показника якості осаджувано-
го покриття на основі методу перетворення 
змінних. 

Елементи схеми заміщення електролізера 
імпульсного осадження металевих покриттів 
(рис. 1) відображають такі процеси: утворення 
подвійного шару зарядів біля поверхні катоду 
(Ск), процес осадження металу (лінійний еле-
мент Rмк), утворення магнітного поля при про-
тіканні струму через електроліт (L). Особливос-
тями даної схеми є, по-перше, врахування змі-
ни у часі теплових втрат у електроліті (R(t)), по-
друге, припущення про неполяризуємість та 
нерозчинність аноду, а також про лінійний вза-
ємозв’язок між при катодним спадом напруги і 
катодним струмом розрядження іонів металу 
(зокрема, це має місце при осадженні мідних 
покриттів). Явищем виділення водню на катоді 
знехтувано як другорядним у порівнянні з яви-
щем розрядженням іонів металу. 

R(t)u(t)

u (t)к
L

Cк

Rмк

i(t)

i (t)мк

i (t)ск

 
Рис. 1. 

Тоді, якщо залежність R(t) апроксимувати 
експоненціальною характеристикою 
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( ) 21
k tR t k e= ⋅ , система рівнянь електромагні-

тного стану кола рис.1 запишеться у вигляді:  
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Незалежні початкові умови: 

 ( )0 0кu = , ( )0 0i = . (5) 

У наведених рівняннях: і(t) – повний струм 
електролізера; ( )мкi t  – частковий струм розря-
ду іонів металу на катоді; ( )cкi t  – ємнісний 
струм катоду; кu  – прикатодний спад напруги; 
(катодна поляризація); Ск – ємність подвійного 
(катодного) шару зарядів; Rмк – активний опір 
прикатодного шару, еквівалентний осадженню 
металу; 1k , 2k  – коефіцієнти апроксимації; 
( )R t  – часова залежність активного опору еле-

ктроліту; L  – індуктивність електролізера. 
Вхідна напруга живлення електролізера не-

синусоїдна однопівперіодна (рис.2, крива 1). 
Розкладемо її в ряд Фур’є, обмежившись при 
цьому нульовою, першою та другою гармоні-
ками (рис.2, крива 2).  
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Рис. 2. 
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де Umах – максимальне значення вхідної напру-
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ніки. 
Приведемо систему (1) – (4) до параметрич-

ного диференціального рівняння другого по-
рядку, що складено відносно прикатодного 
спаду напруги кu  у вигляді 
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Перетворимо параметричне неоднорідне рі-
вняння (8) на лінійне неоднорідне рівняння з 
постійними коефіцієнтами (12) 

 ( ) ( ) ( )h h W′′ ν + ν = ν  (12) 

за допомогою співвідношень 

 ( ) ( ) ( )кh u t tν = Φ ,  (13) 

 ( )tν = φ . (14) 

Слід відзначити, що споріднений прийом 
використано в [2] для розв’язання задач прик-
ладної механіки, але відмінність полягає у то-
му, що в зазначеній роботі вихідне рівняння є, 
по-перше, нелінійно-параметричним, а, по-
друге, однорідним, при цьому неавтономні сис-
теми взагалі не розглядаються. 

Диференціюючи (13) двічі по ν  з урахуван-
ням (14) отримуємо 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

к
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ν ν φ

, (15) 
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 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )к кu t t u t t t ⎤− Φ + Φ φ ⎦ . (16) 

Підставляючи вирази (16) та (13) до (12) пі-
сля перетворень маємо 
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Рівняння (8) та (17) співпадають, якщо  
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Вирази (18) – (20) дозволяють наближено 
визначити невідомі функції ( )tΦ , ( )tφ , ( )W ν . 
Зокрема, якщо функції ( )tΦ , ( )tφ  змінюються 
повільно, тобто має місце нерівність 
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вираз (19) можна спростити ( ) ( )t T tφ =  (22) 

При цьому з виразу (18) отримуємо:   
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а з (22)  ( ) ( )t T t dtφ = ∫ , (25) 

Розв’язок рівняння (13) є відомим і має ви-
гляд 

 ( ) 1 2h G cos G sinν = ν + ν +   

 ( )( )sin W d cos+ − ν ⋅ ν ν ⋅ ν +∫  

 ( )( )cos W d sin+ ν ⋅ ν ν ⋅ ν∫ , (26) 

Враховуючи, що з (14) витікає співвідношення 
( )d t dtν = φ , (27) 

в результаті зворотного перетворення змінних у 
виразі (26) маємо розв’язок рівняння (8) 
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Постійні інтегрування у виразі (28) слід ви-
значити з допомогою початкових умов (5). 

В якості прикладу наведемо розрахунок часо-
вої залежності прикатодного спаду напруги в 
електролізері відновлення мідних контакторів 
електрорухомого складу залізниць при відсутнос-
ті в електроліті поверхнево-активних речовин. 
Параметри схеми заміщення згідно з [3] та [4] 
наступні: активний опір катоду Rк =6,667·10-3 Ом; 
питома ємність катоду Ck0 =8·10-5 Ф/см2; площа 
катоду Sк =10000 см2; індуктивність електролі-
зера L=2·10-5 Гн. Коефіцієнти апроксимації: k1 
=0,08; k3 =0,00013. Максимальне значення на-
пруги живлення Umах=12 В. Результати розра-
хунку наведено на рис.3 та 4. Залежність пред-
ставлена на рис.3 свідчить, що при обраних 
значеннях параметрів елементів кола та вхідної 
дії перехідний процес у колі не тривалий (до 
0,2 с) і характеризується відсутністю 
,,стрибків” значень прикатодного спаду напру-
ги, які могли б спричинити утворення дефектів 
кристалічної гратки покриття. Крім цього хара-
ктер зазначеної кривої показує, що процес оса-
дження металу на катоді відбувається і в паузу 
живлячої напруги за рахунок енергії, яку запа-
сає ємність Ck. Одночасно з рис.4 бачимо, що 
зменшення концентрації іонів в електроліті 
суттєво впливає на максимальне значення при-
катодного спаду напруги (протягом 4 годин 
воно зменшується з 0,6 до 0,12 В), а, отже, і на 
властивості покриття, тому врахування параме-
тричної залежності опору електроліту від часу є 
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важливим при аналізі електромагнітних проце-
сів в електролізерах. 
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Проведені у роботі дослідження дозволяють 
зробити наступні висновки. 

1. В математичній моделі електролізера оса-
дження металевих покриттів, на відміну від по-
передніх робіт схожої тематики, враховано па-
раметричну залежність активного опору елект-
роліту від часу, що дозволяє більш точно про-
гнозувати електричні показники якості нанесе-
них покриттів, зокрема форму і значення при-
катодного спаду напруги. 

2. Метод перетворення змінних є придатним 
до аналізу електромагнітних процесів в систе-
мах електроосадження металів. Як показано в 
роботі, вперше адаптовані до специфіки задачі 
регулярні прийоми дозволяють перехід від не-
однорідного диференційного параметричного 
рівняння, що описує процеси у колі до лінійно-
го неоднорідного диференційного рівняння з 
постійними коефіцієнтами. 

3. Вперше отримана аналітична часова зале-
жність прикатодного спаду напруги (вираз (29)) 
дозволяє за необхідності розраховувати перехі-
дні або ж усталені процеси у досліджуваному 
колі, аналізувати вплив окремих параметрів на 
форму та значення електричних величин у колі, 
зокрема на максимальне значення прикатодно-
го спаду напруги в усталеному режимі. Попе-

редній розрахунок перехідного процесу при 
цьому не є обов’язковим. 

Серед перспектив подальших досліджень в 
розглянутому напрямку слід відзначити перед-
усім необхідність провести адаптацію методу 
перетворення змінних до аналізу процесів у 
нелінійно-параметричних колах, що дозволить 
аналізувати процеси у колах електроосадження 
різних металів. Не менш актуальною залиша-
ється і розробка нових регулярних прийомів 
переходу від нелінійних рівнянь до лінійних з 
метою розповсюдження використання методу 
на інші класи електричних кіл та електротехні-
чних систем. 
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